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Espaces vectoriels et dimension

Question de cours. Démontrer la caractérisation de la somme directe par le théorème des bases adaptées.

Exercice 1. Soient t ∈ R, F =
{

(x, y, z) ∈ R3 ∣∣ 2x + y − tz = 0
}

et G = Vect ((1, 2, 1)).
1. Déterminer, suivant les valeurs de t une base de F , F ∩ G et F + G.
2. Les espaces F et G sont-ils supplémentaires ?

Exercice 2. Soient n ∈ N, a ∈ R et P0, . . . , Pn des polynômes de Rn[X] tels que pour tout k ∈ J0; nK, a est une
racine de multiplicité d’ordre k exactement de Pk. Montrer que B = (P0, . . . , Pn) est une base de Rn[X].
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Question de cours. Montrer que la somme de deux sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel.

Exercice 1. Pour tout A ∈ Mn (R), on pose F = {M ∈ Mn (R) | AM = 0n }.
1. Montrer que F est un espace vectoriel.

2. On suppose désormais que A =
Å

1 2
3 6

ã
. Déterminer une base de F .

3. Déterminer un supplémentaire de F .

Exercice 2. Dans Rn[X], on définit par récurrence T0 = 1, T1 = X et pour tout k ∈ J0; n−2K, Tn+2 = 2XTn+1 −Tn.
Montrer que (Tk)k∈J0;nK est une base de Rn[X].
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Question de cours. Démontrer la caractérisation de la somme directe par l’intersection.

Exercice 1. Soit F = {P ∈ R[X] | P − XP ′ = 0}.
1. Montrer que F est un espace vectoriel.
2. Déterminer une base de F .
3. Déterminer un supplémentaire de F dans R[X].

Exercice 2. Soit n ∈ N∗. On pose F = {P ∈ R2n[X] | P (−X) = P (X)} et G =
{

XP
(
X2) ∣∣ P ∈ Rn−1[X]

}
.

1. Montrer que F est un espace vectoriel.
2. Montrer que F ⊕ G.
3. Déterminer une base de F puis de G.
4. Montrer que F ⊕ G = R2n[X].
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